HOMOGENE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Jednacina oblika M (x, y)dx+ N(x,y)=0 Kkoju moZemo da spakujemo u oblik y'= f (Zj naziva se homogena
X
diferencijalna jednacina.

ReSavamo je smenom :

Z:ztojestyzz'x
X

Odavde je:

y=z-Xx

y=zx+Xx"z

y=z'x+1-z
Posle smene ova jednacina se svodi na diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive.

Da Vas ne zbuni , neki profesori ne uzimaju za smenu slovo z, ve¢ slovo u.

Z:u‘[ojes‘[y:u-x
X

Odavde je:
y=u-x
y=ux+x-u

y=u-x+1-u

Sve jedno je koje ¢emo slovo uzeti za smenu, postupak rada je isti.....

Primer 1. ReSiti diferencijalnu jednacinu y'= 2X2J
X

Resenje:

. 2x+
2x

X(2+2)
A X
y= 23&

2+
X

izvucemo gore x ispred zagrade

Napravili smo oblik homogene d.j. pa sad uzimamo smenu

y=

Smena: £ =z= y=2zx = y'=zx+z ,vraamo se u zadatak
X

24z

Zx+z=



. 24+z-2z
ZXx=———-
2

2—z

ovo je diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive , gde je|z'= %
X

zZ'x =

—In2 2| = %1n|x| +Inc  “trik* je da kada su sva reSenja po In da se doda /nc umesto ¢

In|2 - z|7l = 1n|x|% +Inc spakujemo malo
1
In[2 - z|_1 =In[x|2¢ antilogaritmujemo
1
24" =afc

1 .
= \/;c vratimo smenu 2 =z

2—z X

1
— =Jxc ovo je opste reSenje, ako zahteva vas profesor odavde izrazite y
2_Z

==

y=2x—— ako stavimo l=C
c



Primer 2. Resiti diferencijalnu jednaéinu xy'—y = /x> + )’

ReSenje:

Napakovali smo oblik koji nam treba, uvodimo smenu : BAPEN y=zx=> y=zx+z

X

2
y‘: 1+(Zj +Z
X X
Zx+z=v1+z" +z

2'x =+1+z> — d,j. koja razdvaja promenljive

%-x:\/1+z2

X

dz dx . .
=— —> integralimo

Vi+z2 X
[

1+2° X
1n(z+\/1+22):1nx+lnc
1n(z+\/l+zz):lnx-c

z+4/1+z* = xc — vratimo smenu

2 2 2 [ 2 2
. . + +
2 1+[1] =Xxc —>ak0ma10pr1sred1m0—>1=,/¥=xc—>lzuzxc ....... /*x
x x x

X X

y+x*+yt =xc




Primer 3. Resiti diferencijalnu jednacinu xy2dy =+ y3)dx

Resenje:

xy’dy = (X’ + y’)dx

3 3
% _ +2y gore izvla¢imo x°
X Xy
V' y’
C1+75) R+
N X \ X
= ————— % e W —
y xyz y &\yz
y3
x’ (1 + 73)
y'= —2x spustimo x* dole ispod y2
Y
3
(1+25)
Y= Lz
x2
1+ (2)
y'=——=> jasno je da je ovo homogena d.j.
-y
x
Uzimamo smenu : 2 =z = y=zx=>y=zx+z
X
. 1+2°
zZX+z= 2
z
. 1+z°
Zx=—3——z
z
.1+ =2
Z'x =
ZZ
. 1 ) . . dz
Ix=— razdvaja promenljive z :d_
- X
dz 1
—Xx = —2
dx z
z2idz = ax
X
J. z2’dz = dx
x
. &y’
3 In[x|+¢  vratimo smenu Lo pa je xT = Injx|+c
X

opste resenje



xX+y

Primer 4. ReSiti diferencijalnu jednacdinu xy—y=(x+y)ln

ReSenje:

Sad smena: —=z=>y=zx=>y=zx+z

%x:(l+z)ln(l+z)
dz :@
(1+Z)ln(1+z) X

dz dx

‘[(1+Z)11’1(1+Z) X

4 In(1+z)=t P
“ReS§imo” na stranu integral sa leve strane: I S S 1 = —:1n|t|:1n|ln(1+z)|
1+z)In(1+ ——dz=dt t
(v e)m(i+2) |

1n|1n(1+z)| =lnx+Inc
ln|ln(1+z)|:1nxc

In(1+z)=xc




Primer 5. ReSiti diferencijalnu jednacdinu y'= Xyl
x+y-3

ReSenje:
Evo ovde malog problema! Smetaju nam ovi brojevi gore i dole.

Kako reSsavamo ovu situaciju?

ax+by+c

Jednacina oblika y'= f ( j svodi se na homogenu prenoSenjem koordinatnog pocetka u tacku

a,x+by+c,
preseka pravih ax+by+c, =0rna,x+b,y+c,=0.

Ustvari, mi reSimo sistem od ove dve jednacine , i dobijemo reSenja (x, y) =(«, )

x=X+a
Uvodimo smene: Y4B i dobijemo poznatu homogenu diferencijalnu jednacinu.
y=r+

AKo se desi da se prave ne seku , onda je ax+b,y = k(a,x+b,y) pa diferencijalna jednacina ima oblik

v'=F(ax+by) koji se smenom z =ax+by ili z=ax+by+c svodi na diferencijalnu jednacinu koja razdvaja
promenljive.

Da se vratimo na na$ primer:

_x—y+l
_x+y—3
x—y+1=0
x+y—3=0}+
2x-2=0—>x=1
x=y+1=0->1-y+1=0—>y=2
(. )=(1,2)
smena
x=X+1
y=Y+2
. x—y+1 Ly X+1-Y-2+1 N Y‘:X_Y
x+y-3 X+1+Y+2-3 X+Y

Sad je ovo obi¢na homogena d.j.

Samo da je upakujemo!



Y‘:X_Y
X+Y

Y
X(l—})

Y

Y=——2
X(1+—
( X)

X

y=—X —>Smena:§:Z—> Y=Z'X+2Z

1-z-z-7’
 1+Z
1-2z-7
1+ Z

dz 1-22-7° 1+Z7

= - ~dZ =dX
1704 1+Z7 1-2Z2-7

. ¢

X

1+Z7
1-272-7°
J. 1+7
1-22-77

dZ =dX

dzzjdx

Z 427 -1=¢
(2Z+2)dZ = dt
1 ¢dt

1 1
dz = 2(Z+1)dZ=dt :—E —Z—Eln|t|=—51n|Zz+ZZ—l

1+Z Z+1
iy =] t

1-22-7° Z*+27Z -1

(Z+1)dZ:%

—%1n|22 +2Z -1 =In[ X[+ I0C.rrrirr /%(=2)
In|Z* +2Z -1 =-2In| X|+(-2Inc)

In|Z* +2Z ~1| ==In|X[" +In¢?

In|Z* +2Z ~1|+In[ X[ =In¢”

In|z> +2Z -1|-| X" =Inc™

(2*+22-1)-X> =¢” >stavimo daje c” =C
(z2+2z-1)-x*=C

2
RS S P
X X

(Y2+2XY—X2

% j.Xzzc

Y2 +2xy - X2 =C|

Sad jo§S imamo posao da vratimo smene sa po¢etka zadatka:



Y 4+2XY-X*=C
Smena
x=X+1>X=x-1
y=Y+2->Y=y-2

(r=2) +2(x-1)(y=2)~(x-1)' =C

Evo opsteg resenja.
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